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Введение

Работа посвящена исследованию динамической модели маркетинга и 
основана на идеях, изложенных в [2, 4, 5]. Первой работой в этой области 
принято считать [11]. В дальнейшем модели подобного рода изучались мно-
гими авторами (см., например, [6, 8–10, 13], а также обзорную статью [7]).

Рассматривается фирма-производитель, которая продает некоторую 
продукцию. Фирма должна достигнуть в конце периода продаж фиксиро-
ванного уровня гудвилла с минимальными затратами на коммуникации. 
Модели формулируются как линейные задачи оптимального управления. 
Фазовыми переменными являются уровень продаж к моменту времени t и 
уровень гудвилла в момент времени t. Осуществляемое фирмой управле-
ние – уровень затрат на (маркетинговые) коммуникации, которые в нашей, 
упрощенной, модели делятся на рекламу и стимулирование сбыта.

Под понятием «гудвилл» компании понимается репутация, уважение, 
респектабельность, известность и высокая оценка компании и ее продук-
ции, отношения с клиентами, заказчиками1.

Термин «стимулирование сбыта» [1, с. 227] «разнообразные кратко-
срочные побудительные приемы, призванные ускорить или увеличить по-
купки товаров или использование услуг».

Работа посвящена оптимизации структуры коммуникационных затрат: 
поиску оптимальных значений долей затрат на рекламу (r) и стимулирова-
ние сбыта (1 – r).

Основной результат работы может быть сформулирован следующим 
образом: Установлена зависимость оптимальной структуры коммуни-
кационных затрат от соотношения факторов (параметров) рынка, вли-
яющих на процесс продаж отрицательно (например, перенасыщенность 
рынка) и/или положительно (например, репутация и квалификация про-
изводителей). Найден алгоритм поиска оптимального решения. Исследо-
ван вид оптимального управления и область допустимых решений.

Формальное описание модели

Определим
x(t) – объем продукции, проданный к моменту времени 1 2[ , ]t t t∈ , т.е. за 

период 1,[ ],t t
A(t) – уровень гудвилла в момент времени 1 2[ , ]t t t∈ ,
a(t) – затраты на коммуникации в момент 1 2[ , ]t t t∈ .

Теоретические поиски и предложения

1 Существует несколько толкований слова «гудвилл». Например, в [14] о гудвилле на-
писано следующее: «Это разница в определенный момент времени между оценкой компании 
фондовой биржей и суммой чистых, нетто-активов, зарегистрированных в балансе компании. 
Если другое предприятие желает приобрести эту компанию, гудвилл представляет премию, 
которую должен быть готов выплатить покупатель сверх стоимости активов компании, по-
тому что торговые связи компании, репутацию, известные торговые марки, опыт руково-
дителей и общие технологии невозможно выразить в точных суммах. Если компания имеет 
плохой торговый послужной список, ее рыночная стоимость как действующего предприятия 
для потенциального покупателя может оказаться ниже, чем общая стоимость активов по ба-
лансу компании, в этом случае гудвилл является отрицательным. Гудвилл является неосяза-
емым основным капиталом и может отражаться в балансе компании». При всей условности 
этих суждений бесспорно одно: есть возможность оценивать гудвилл численно.
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Затраты на коммуникации делятся на2

• затраты на рекламу (доля [0,1]r∈ );
• затраты на стимулирование сбыта (доля ( )1− r ).

Общие затраты на коммуникации фирмы-производителя таковы:

 
2

1

( ) min
t

t

a t dt →∫ .

Заметим, что ( )x t  представляет собой объем сбыта в момент времени t, 
и мы предполагаем, что он совпадает с потребительским спросом в момент 
времени t. Иными словами, фирма продает в точности всю произведенную 
продукцию.

Предполагается, что
1) динамика уровня продаж возрастает с ростом гудвилла и с увеличени-

ем затрат на коммуникации и определяется уравнением:

 ( ) ( ) ( ) (1 ) ( ),x xx t x t A t a t= −a + δ + γ − r

где a > 0 – коэффициент насыщения, 0xδ >  – коэффициент продуктивно-
сти гудвилла, 0xγ >  – коэффициент продуктивности стимулирования сбы-
та;

2) уровень гудвилла тем выше, чем больше объем продаж и затраты на 
коммуникации:

 ( ) ( ) ( ) ( ),A AA t x t A t a t= β − δ + γ r

где 0β >  – эффект «word-of-mouth», 0Àδ >  – коэффициент забывания, 
0Aγ >  – коэффициент продуктивности рекламы;

3) в начальный момент времени уровень продаж нулевой, в конечный 
момент он составляет весь объем произведенной фирмой продукции. Так-
же считается, что затраты на коммуникации не могут превышать заранее 
известной величины. За время периода продаж фирма пытается достигнуть 
уровня гудвилла Ã, который изначально равен A.

Итак, задачу оптимального управления можно сформулировать следу-
ющим образом.

Задача Р.
2

1

( ) min,
t

t

a t dt →∫
( ) ( ) ( ) (1 ) ( ),x xx t x t A t a t= −a + δ + γ −r

2 Под коммуникациями мы понимаем «маркетинговые коммуникации», основными ин-
струментами которых [1, с. 227] являются «…реклама…, стимулирование сбыта, …, спон-
сорство, …, связи с общественностью, …, прямой маркетинг, … личные продажи…». Мы 
рассматриваем упрощенную модель, в которой коммуникации состоят из рекламы и стиму-
лирования сбыта. Мы предпочли именно такое определение маркетинговых коммуникаций 
как наиболее распространенное, хотя в [15] реклама рассматривается как составная часть 
«стимулирования сбыта».
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( ) ( ) ( ) ( ),A AA t x t A t a t= β − δ + γ r

1 2

1 2

( ) 0, ( ) ,

( ) , ( ) ,
[0, ],

x t x t m

A t A A t A
a a

= =

= =
∈



где r ∈ [0,1] – доля затрат на рекламу по отношению к общим затратам, все 
коэффициенты положительны.

Замечание. Сформулированная задача является «задачей с закреплен-
ным концом». Это условие можно, в частности, интерпретировать как тре-
бование продать в конце интервала продаж всю произведенную продукцию. 
Это требование характерно для ситуации продаж «сезонной» продукции. 
Другим атрибутом сезонности считают предположение, что интервал про-
даж 1 2[ , ]t t  сравнительно невелик.

Известные результаты и окончательная постановка задачи

Как обычно, будем предполагать, что выполнено условие общности по-
ложения (УОП [3, 12]).

Известно, что вид оптимального управления зависит от знака собствен-
ных чисел

 

2

1

( ) 4
2

A A xa + δ − a − δ + βδ
l =  (1)

 

2

2

( ) 4
2

A A xa + δ + a − δ + βδ
l =  (2)

матрицы

 

T

x A

Q
a −β 

− =  −δ δ 
,

где Q – матрица системы дифференциальных уравнений модели. Эти соб-
ственные числа являются вещественными. Более того, l2 > l1, l2 > 0, при-
чем знак 1l  совпадает со знаком выражения A xaδ −βδ . Заметим, что в силу 
УОП 1 0l ≠  (см. (1)).

Интересно отметить:
• При 1 0l >  считается, что рынок «плохой», т.е. «отрицательные» пара-

метры рынка «перевешивают» «положительные».
• При 1 0l <  – рынок «хороший».

Структура оптимального управления * ( )a t  имеет следующий вид [4, с. 
114]:

1. Если 1 0l < , то для некоторых 1 1 2 2t t≤ τ ≤ τ ≤  имеем:

 

1 1
*

1 2

2 2

, ( , )
( ) 0, ( , )

, ( , )

a t t
a t t

a t t

∈ τ
= ∈ τ τ
 ∈ τ

Теоретические поиски и предложения

,
,

.
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2. Если l1 > 0, то для некоторых 2211 tt ≤≤≤ ττ  имеем:

 

1 1
*

1 2

2 2

0, ( , )
( ) , ( , )

0, ( , )

t t
a t a t

t t

∈ τ
= ∈ τ τ
 ∈ τ

Моменты переключения 1 2,τ τ  определяются системой алгебраических 
уравнений, причем не могут быть вычислены явно.

Удобно работать в двумерном пространстве переменных 1 2,k k , которые 
однозначно определяются граничными значениями фазовых переменных 
x(t), A(t) и параметром r. Определим множество пар 1 2( , )k k , которым отве-
чает задача, имеющая допустимое управление. Для этого введем функции:

 

1 2 2 2

1 1 2 1

1 2 1 1 2 2
1 2

1 2 1 1 2 2
1 2

1 1( , ) ln( ) ln( ),

1 1( , ) ln( ) ln( ).

t t

t t

f k k e k e k

f k k e k e k

l l
−

l l
+

= − l − − l
l l

= + l − + l
l l

 (3)

Утверждение [4, с. 120]. Если 1 2( , ) 0f k k+ >  или 1 2( , ) 0f k k− > , то не суще-
ствует допустимого управления задачи. В противном случае оптималь-
ным управлением задачи являются:

– «альтернативные коммуникации типа 0a a− − », если 1 2( , ) 0f k k+ < , 
f–(k1, k2) < 0, l1 < 0;

– «альтернативные коммуникации типа 0 0a− − », если 1 2( , ) 0f k k+ < , 

1 2( , ) 0f k k− < , l1 > 0;
– «ранние коммуникации 0a − », если 1 2( , ) 0f k k+ = , 1 2( , ) 0f k k− < ;
– «поздние коммуникации 0 a− », если 1 2( , ) 0f k k+ < , 1 2( , ) 0f k k− = ;
– «максимальные коммуникации» или «отсутствие коммуникаций», 

если 1 2( , ) 0f k k+ = , 1 2( , ) 0f k k− = .
Все допустимые пары 1 2( , )k k  (т.е. пары, при которых задача имеет до-

пустимое решение) принадлежат некоторому множеству

 

5

1
i

i

V V
=

=


,

где

 

1 2 1 1 2 2 2 1

1 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2

3 1 2 1 2 1 2

4
1 2

5

{( , ) : ( , ) 0, ( , ) 0},
{( , ) : ( , ) 0, ( , ) 0},
{( , ) : ( , ) 0, ( , ) 0},

1 1( ), ( ) ,

{(0,0)},

t t t t

V k k f k k f k k
V k k f k k f k k
V k k f k k f k k

V e e e e

V

+ −

+ −

+ −

l l l l

= < <
= = <
= < =

   = − −  l l   
=

т.е. V1 – область альтернативных коммуникаций, V2 – кривая ранних ком-
муникаций, V3 – кривая поздних коммуникаций, V4 – точка максимальных 
коммуникаций, V5 – точка отсутствия коммуникаций. Графически область 
V выглядит следующим образом (рис. 1):

,
 ,

 .
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Множество V можно построить явно, оно зависит только от значений 
1 2 1 2, , ,t tl l .

Каждой точке множества V отвечает конкретная задача. Допустим, что 
1 2( , )k k ∈V, а значения , ,m A A  фиксированы. Будем варьировать параметр r, 

т.е. рассматривать роль веса затрат на рекламу по отношению к общим 
затратам. Изменяя r, мы меняем значения 1 2,k k , где

 
,i

i
i i

g
k

b c
=

r +
 (4)

1 2 1 2 1 2, , , , ,b b c c g g  – некоторые фиксированные числа,

 

2 11 1 1
2 1

2

( ) ( ),t tg
e S X t e S X t

g
Λ Λ− − 

= − 
 

 1 2

,x xS
δ δ 

=  a − l a − l 
 1

2

0
,

0
l 

Λ =  l 
 

( )
( ) .

( )
x t

X t
A t

 
=  
 

Так как r∈[0, 1], то пара 1 2( , )k k ∈V лежит на ветви гиперболы (рис. 2):

Рис. 2

Рассмотрим ℑ  – семейство задач, получающихся из задачи Р путем фик-
сирования всех параметров модели, за исключением r. Обозначим через Рr 

задачу из семейства ℑ , для которой доля рекламы в структуре коммуника-
ционных затрат равна r.

Нас интересуют допустимые r∈[0, 1], т.е. такие r, что соответствующая 
задача Рr имеет допустимое управление.

Замечание. Графически допустимость r∈[0, 1] означает, что соот-
ветствующая точка гиперболы принадлежит множеству V.

Рис. 1. Множество допустимых пар (k1, k2)

Теоретические поиски и предложения
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Обозначим через PΩ  множество таких значений r∈[0,1], что задача 
Рr∈ℑ  имеет допустимое решение.

Замечание. В силу выполнения УОП, если задача Рr имеет хоть одно 
допустимое управление, то она имеет и оптимальное управление [10, 
с. 166].

Обозначим через * ( )a tr  оптимальное управление задачи Рr .
Каждому r∈ PΩ  сопоставим оптимальное значение целевой функции

 

2

1

*( ) ( ) .
t

t

a t dtrν r = ∫
Итак, задача – минимизировать функцию ( )ν r  на множестве PΩ .
Рассмотрим два случая, «хорошего» и «плохого» рынка.

Случай 1 0l > , «плохой» рынок

В этом случае целевая функция имеет вид

 

2

1

*
2 1( ) ( ) ( ).

t

t

a t dt arν r = = τ − τ∫  (5)

Утверждение 1. Пусть 1 2 .τ < τ
1. Имеет место представление

 

1 2 2 1
1 2 1 2

1 2

b bd a k k k k
d N g g

 l lν
= − r  

, (6)

где 1 1 2 2 1 2 2 1 .N e el τ +l τ l τ +l τ= − +

2. Уравнение 0d
d
ν
=

r
 относительно r имеет единственное решение

 

1 2
1 2

2 1 1 2

1*
ñ c
b b

 
r = l − l l − l  

. (7)

Утверждение 2. Для r*, определяемого формулой (7), имеем

 
*

2

2 0d
d r=r

ν
<

r
.

Из утверждения 1 и 2 следует, что r* – это единственная стационарная 
точка функции ν ; более того, это точка максимума.

Случай 1 0l < , «хороший» рынок

В этом случае целевая функция имеет вид

 

2

1

*
1 1 2 2( ) ( ) ( )

t

t

a t dt a t trν r = = τ − + − τ∫ . (8)

Утверждение 3. Пусть 1 2 .τ < τ
1. Имеет место представление

 
2 2 1 1

1 1 2 2
2 1

b k b kd a h h
d N d d

 ν
= l − l r  

. (9)
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2. Решение уравнения 0d
d
ν
=

r
 относительно r сводится к решению 

квадратного уравнения.
Утверждение 4. Вторая производная в каждой из стационарных точек 

*

2

2

d
d r=r

ν
r

 может быть как положительной, так и отрицательной.

Из утверждения 3 и утверждения 4 следует, что можно найти явное вы-
ражение для каждой из стационарных точек.

Условие общности положения

Лемма 1. Для рассматриваемой задачи УОП выполняется в том и 
только в том случае, если 0, 1, 2,i il ≠ =  и, более того, вектор 1

SS E− , где 

x
S

A

E
ε 

=  ε 
 не имеет нулевых компонент.

Лемма 2. Существует единственное * (0,1)r ∈ , такое, что если *r = r , 
то условие общности положения не выполняется.

«Плохой» рынок. 
Алгоритм поиска оптимальной структуры 

коммуникационных затрат

Алгоритм поиска оптимального r состоит из следующих шагов.
Шаг 1. Нахождение * *

1 2,r r  ( * *
1 2r < r ), соответствующих двум точкам пе-

ресечения области V с гиперболой (рис. 3) путем решения двух уравнений 
от одной неизвестной:

 

1 2
1 2 2 2

1 1

1 2
1 2

1 1 2 2

t tg g
e e

b c b c

l l
l l   

− l = − l   r + r +   
,  (10)

 

1 2
1 1 2 1

1 1

1 2
1 2

1 1 2 2

t tg g
e e

b c b c

l l
l l   

+ l = + l   r + r +   
. (11)

Уравнения получаются после подстановки значений , 1, 2i
i

i i

g
k i

b c
= =

r +
 

в уравнения 1 2( , ) 0f k k± = . Каждое из них можно решить лишь численно.

Рис. 3. Нахождение *
1r  и *

2r
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Шаг 2. Определение принадлежности * *
1 2,r r  к одному из следующих 

случаев:
Случай 1. * *

1 20, 1r < r > .

В этом случае точки (0), (1),i ik k где ( ) , 1, 2i
i

i i

g
k i

b c
r = =

r +
, находятся вну-

три области V. Решением задачи будет значение r*, соответствующее зна-
чению функции min{ (0); (1)}ν ν . Оптимальное управление имеет два пере-
ключения (рис. 4):

Рис. 4. Точки • соответствуют ситуациям 
*
1r = r  и *

2r = r , * *
1 20, 1r < r >

Случай 2. * *
1 2, [0,1]r r ∈ .

Решением задачи будет значение r*, соответствующее значению функ-
ции * *

1 2min{ ( ); ( )}ν r ν r . Оптимальное управление имеет одно переключение 
(рис. 5).

Рис. 5. Точки • соответствуют ситуациям *
1r = r  и *

2r = r , * *
1 2, [0, 1]r r ∈ .

Случай 3. * *
1 20, [0,1]r < r ∈ .

 Решением задачи будет значение r*, соответствующее значению 
функции *

2min{ ( ), (0)}vν r . Оптимальное управление имеет одно переключе-
ние (рис. 6).

Случай 4. * *
1 2[0, 1], 1r ∈ r > .

Решением задачи будет значение r*, соответствующее значению функ-
ции *

1min{ ( ), (1)}vν r . Оптимальное управление имеет одно переключение 
(рис. 7).
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Случай 5. * *
1 2, 0r r <  или * *

1 2, 1r r > . Задача в данном случае решений не 
имеет.

«Хороший» рынок: возможные пути исследования

Ситуация 
*

2

2 0d
d

r=r

ν
<

r
 аналогична ситуации «плохого» рынка. Решение 

следует искать при помощи вышеописанного алгоритма.

Если 
*

2

2 0d
d

r=r

ν
>

r
, т.е. *r  – точка минимума целевой функции, то для по-

иска оптимального r  необходимо рассмотреть возможные случаи распо-
ложения *r  относительно отрезка [0,1] и области V:

Случай 1. * [0,1]r ∈  и *r  таково, что соответствующая точка гипербо-
лы принадлежит множеству V, тогда *r  – искомое решение. Оптимальное 
управление имеет два переключения.

Случай 2. * [0,1]r ∉  или *r  таково, что соответствующая точка гипер-
болы не принадлежит множеству V, тогда решение следует искать при по-
мощи вышеописанного алгоритма для случая «плохого» рынка.

Рис. 6. • соответствует *
2 ;r = r  ○ соответствует 

1;r =  ♦ соответствует *
1 0;r = r <  ◊ соответ-

ствует 0r =

Рис. 7. • соответствует *
1 ;r = r  ○ соответствует 

0;r =  ♦ соответствует *
2 ;r = r  ◊ соответ ствует 

1r =
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Заключение

В работе исследовались две динамические модели маркетинга, в кото-
рых фирма-производитель продает некоторую продукцию, минимизируя 
затраты на коммуникации.

Работа посвящена оптимизации структуры коммуникационных затрат: 
поиску оптимальных значений долей затрат на рекламу (r) и стимулирова-
ние сбыта (1 – r).

Основной результат работы может быть сформулирован следующим 
образом. Установлена зависимость оптимальной структуры коммуникаци-
онных затрат от соотношения факторов (параметров) рынка, влияющих 
на процесс продаж отрицательно (например, перенасыщенность рынка) 
и/или положительно (например, репутация и квалификация производите-
лей и продавцов товара). Найден алгоритм поиска оптимального решения.

В качестве дальнейших исследований представляет интерес изучение 
следующих обобщений рассмотренной в данной работе базовой модели.

1. Рассмотрение r (доли затрат на рекламу) не как константу, а завися-
щую от времени, т.е. являющуюся управлением r(t). Задача в этом случае 
будет нелинейной (билинейной по управлению).

2. Рассмотрение затрат на рекламу и затрат на стимулирование сбыта в 
качестве отдельных управлений, хотя и связанных ограничением на макси-
мальный объем общих коммуникационных затрат. Модель будет линейной, 
с двумя управлениями, но множество допустимых управлений не являет-
ся «прямоугольником» в пространстве управлений, что неминуемо ведет к 
возникновению трудностей при исследовании задачи оптимального управ-
ления.
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